
Лекция 14 
Тема. Двойные интегралы. 

 
План лекции:  

1) Определение двойного интеграла как предела сумм Римана. 
2) Основные свойства двойного интеграла. 
3) Вычисление двойного интеграла. 
4) Замена переменных в двойном интеграле 

 
§1. Определение двойного интеграла как предела сумм Римана. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Плоской фигурой будем называть любое ограниченное  
множество точек плоскости. 

 
     Пусть G – квадрируемая (и, следовательно, ограниченная) область (открытая или замк- 

 
 

 
 

 

 
Замечание.  В частности, если задано равномерное прямоугольное разбиение области 

G , то  )( iGS  = xi  yi   и справедлива формула     xyyxfdydxyxf
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Теорема (Необходимое условие интегрируемости).  
Пусть функция ݂(ݔ,  .определена и интегрируема на квадрируемом множестве G (ݕ

Тогда ݂(ݔ, ,ݔ)݂ ограничена на G. Иными словами, для интегрируемости функции (ݕ   (ݕ
необходимо, но отнюдь не достаточно, чтобы она была ограничена на множестве G. 



 Приведем две теоремы, являющиеся достаточным условием интегрируемости. 

 

 

 

 
 

§2.  Основные свойства двойного интеграла. 
 

 
1) Линейность.   Если A  и B  числа, а функции ),( yxfz   и ),( yxgz   интегрируемые в 
G , то 

    
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dxdyyxgBdxdyyxfAdxdyyxgByxfA ),(),(),(),( . 

2) Аддитивность. Если область G  разбита на две области 21 GGG  , где 1G  и 2G  не 
имеют общих внутренних точек, а функция ),( yxfz   интегрируема в G , то 
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3) Если ݂(ݔ,  0 в области G (ݕ , то  0),( 
G

dydxyxf . 

4) Если f1(x, y)  f2(x, y), то    
GG

dydxyxfdydxyxf ),(),( 21 . 

5)  
GG
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6) Теорема (о среднем значении). Двойной интеграл от непрерывной функции ݂(ݔ,  равен (ݕ
произведению значения этой функции в некоторой точке области интегрирования на площадь 
области интегрирования              )(),(),( 00 GSyxfdydxyxf

G
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§3.  Вычисление двойного интеграла. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Область G  на плоскости Oxy  назовем y -трапециевидной, 
если она ограничена линиями: прямыми x = a и bx  , где ba   и графиками 
непрерывных на отрезке ],[ ba  функций )(1 xgy   и )(2 xgy  , где 

)()( 21 xgxg   на ],[ ba                                                                                    
Замечание.  Площадь такой области, которую мы будем обозначать 

через )(GS , находится с помощью определенного интеграла:  
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Аналогично, область на плоскости Oxy , ограниченную прямыми 
dycy   , , где dc   и графиками непрерывных на отрезке ],[ dc  

функций )(1 yhx   и )(2 yhx  , где )()( 21 yhyh   на ],[ dc , будем 
называть  x -трапециевидной областью.  

Замечание.  Аналогично, площадь этой области находится с 

помощью определенного интеграла:  
d

c
dyyhyhGS ))()(()( 12    

В дальнейшем мы будем рассматривать только такие области на плоскости, которые 
можно разбить на конечное число y  (либо x ) -трапециевидных областей, не имеющих общих 
внутренних точек (измеримые области). 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Повторным интегралом по y -трапециевидной области G , ограниченной 
линиями bxax    , , )(1 xgy  , )(2 xgy   от функции ),( yxfz   называется 
определенный интеграл вида 
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 Здесь при нахождении внутреннего интеграла 
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dyyxf  переменная x считается 

постоянной (параметром). Если область G  x -трапециевидна и ограничена линиями 
)(   ),(   ,  , 21 yhxyhxdycy  , то повторный (двухкратный)  интеграл по G  

записывается в виде 
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  Теорема. Пусть G - y-трапециевидная область и 
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Тогда существует повторный (двухкратный) интеграл   
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справедливо равенство 
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В случае х-трапециевидной области аналогично получим  
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Здесь при вычислении внутреннего интеграла, считаем у постоянным. 
 



Замечание. Полезно помнить, что внешние пределы в повторном (двухкратном) 
интеграле всегда постоянны, а внутренние, как правило, переменные. 
 
Пример 1. Вычислить интеграл  

G

dxdyyx )( , если область G  ограничена 

линиями: y = 0, y = x2, x = 2. 
Решение.                                                                  
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= 8,02,34   
 
Пример 2. Вычислить интеграл  

G

dxdyyx )( 22 , если область G  ограничена 

линиями y = x, x = 0, y = 1, y = 2. 
Решение.     

5
12
4

12
64

12
4

3
4

3
)()(

2

1

4
2

1

3
2

1 0

2
3

0

22
2

1

22 







 





ydyydyxyxdxyxdydxdyyx
yx

x

x

G

 

 
Пример 3.  Вычислить интеграл 



 dxdyyxyx )23( 2 , если область интегрирования  G  

ограничена линиями х = 0, х = у2, у = 2. 

Решение.  
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Пример 4. Вычислить двойной интеграл 

G

xdxdyy ln , если область 

интегрирования ограничена линиями ху = 1, у = x , х = 2.  
Решение. 
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Пример 5.  

  
 

Решение. 

      

 
Данный интеграл можно подсчитать и другим способом. Для этого область D следует разбить 
на две подобласти: ., 21 DD  

 

 

 

 
 

§ 4. Замена переменных в двойном интеграле. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Заменой переменных ),( yx  в области OxyG   на переменные  vu,  в 
области uvOG   называется пара непрерывно дифференцируемых функций  
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определенных в области G  и осуществляющих взаимно однозначное соответствие между 
всеми внутренними точками областей G  и G . 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Определителем Якоби или  якобианом замены (*) называется функция 

),( vuJ  определенная в G  и равная определителю составленному из частных производных 
функций ),( vux  и ),( vuy :  
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(Якоби Карл Густав (1804-1851) – немецкий математик) 
 

Теорема. Пусть функция ),( yxfz   непрерывна в области G  и замена  переменных 
осуществляется функциями (*), определенными в области G , ),( vuJ - неравный нулю 
якобиан этой замены, тогда справедлива формула замены переменной в двойном интеграле 
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Рассмотрим частный случай замены переменных, часто используемый при 

вычислении двойного интеграла, а именно замену декартовых координат ݔ и ݕ полярными 
координатами  ݎ  и  ߮. 
 Следствие (переход к полярным координатам). Пусть области D  на плоскости Oxy  
соответствует область *D  в полярных координатах rO  и функция ),( yxfz   непрерывна  в 
D, тогда 
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  )sin,cos(),(  . 

В данном частном случае декартовы координаты связаны с полярными по формулам 
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  и якобиан имеет вид: 
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Пример 6.  

 
Решение. 

 
 

 
     

 
гласно формуле замены переменной, имеем: 

 


